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LôEsaustione

Zenone, Democrito, Eudosso, Euclide (l. XII), al-Haytham.

Un esempio da Archimede:

nP T

. : nn Q C P Q

nC P Q C T

Problema: il cerchio è uguale a un triangolo che ha come base la circonferenza e come altezza il 

raggio. 

Si dia un n tale che il poligono iscritto Pn<C. Sia Tn il triangolo avente come base il perimetro di 

Pn. Allora Tn<T. Crescendo n, Pn approssima sempre meglio C. Ovvero, 

Per assurdo, sia prima C>T. Si prenda Q=C-T. Si può allora trovare un poligono iscritto Pn t.c.

da cui 

Ma ciò è impossibile perché Pn= Tn<T. Analogamente si ragiona sui poligoni circoscritti. 

Esaustione = procedimento di costruzione della figura intermedia tra due figure. 

http://it.wikipedia.org/wiki/Immagine:Archimedes_pi.svg


A1 A2=T1 A3=T2
T3

Partenza (tempo 1): Achille è in posizione A1, la tartaruga è in posizione T1.

Tempo 2: Achille raggiunge la posizione A2 coincidente con T1; intanto la tartaruga ha 
raggiunto la posizione T2.

Tempo 3: Achille raggiunge la posizione A3 coincidente con T2; intanto la tartaruga ha 
raggiunto la posizione T3.

Se lo spazio fosse infinitamente divisibile, allora Achille non raggiungerebbe mai la 
ǘŀǊǘŀǊǳƎŀΦ ¢Ǌŀ ƭŜ ǎǳŎŎŜǎǎƛǾŜ ǇƻǎƛȊƛƻƴƛΣ ŎΩŝ ǎŜƳǇǊŜ ƛƴ ƳŜȊȊƻ ǳƴ άǇǳƴǘƻέ ǎǳƭ ǉǳŀƭŜ 
passare?

Achille e la tartaruga

http://images.google.it/imgres?imgurl=http://files.splinder.com/6692f7a8149712c52db6c829e9b7b1f1.jpeg&imgrefurl=http://atenaglaukopis.splinder.com/tag/distanze&h=240&w=500&sz=25&hl=it&start=10&um=1&tbnid=-EfXkXY2BTNd0M:&tbnh=62&tbnw=130&prev=/images?q=achille+tartaruga&um=1&hl=it&sa=N
http://images.google.it/imgres?imgurl=http://digilander.libero.it/vivere/corridore1.gif&imgrefurl=http://digilander.libero.it/vivere/15stramassafra.htm&h=364&w=299&sz=7&hl=it&start=3&um=1&tbnid=E-95JjAHtsTtCM:&tbnh=121&tbnw=99&prev=/images?q=corridore&um=1&hl=it
http://images.google.it/imgres?imgurl=http://files.splinder.com/6692f7a8149712c52db6c829e9b7b1f1.jpeg&imgrefurl=http://atenaglaukopis.splinder.com/tag/distanze&h=240&w=500&sz=25&hl=it&start=10&um=1&tbnid=-EfXkXY2BTNd0M:&tbnh=62&tbnw=130&prev=/images?q=achille+tartaruga&um=1&hl=it&sa=N
http://images.google.it/imgres?imgurl=http://files.splinder.com/6692f7a8149712c52db6c829e9b7b1f1.jpeg&imgrefurl=http://atenaglaukopis.splinder.com/tag/distanze&h=240&w=500&sz=25&hl=it&start=10&um=1&tbnid=-EfXkXY2BTNd0M:&tbnh=62&tbnw=130&prev=/images?q=achille+tartaruga&um=1&hl=it&sa=N
http://images.google.it/imgres?imgurl=http://digilander.libero.it/vivere/corridore1.gif&imgrefurl=http://digilander.libero.it/vivere/15stramassafra.htm&h=364&w=299&sz=7&hl=it&start=3&um=1&tbnid=E-95JjAHtsTtCM:&tbnh=121&tbnw=99&prev=/images?q=corridore&um=1&hl=it
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13/02/2009

Lƴ ŀƭǘǊŜ ǇŀǊƻƭŜΣ ŎƻƳŜ ƎƛǳǎǘƛŦƛŎŀǊŜ ŎƘŜ ƴŜƭƭΩŜǎǇŜǊƛŜƴȊŀ !ŎƘƛƭƭŜ 
arriva alla tartaruga? 
Come è fatto lo spazio su cui ci muoviamo? 
Come possiamo rappresentarcelo? 
Cosa succede al metodo di esaustioneapplicato ai poligoni se 
aumentiamo indefinitamente il numero dei lati dei poligoni 
costruiti dentro e fuori la circonferenza?
Quale modellomatematico possiamo costruire per raffigurarci 
gli oggetti fisici (= estensioni nello spazio) e il movimento (= 
cambiamento dello spazio rispetto al tempo)? 
Perché i Greci erano in grado di calcolare le aree delle superfici 
di molte figure e di molti solidi ma non si comprendeva come 
avveniva la costruzione di ǳƴΩŀǊŜŀ ǉǳŀƭǳƴǉǳŜΣ soprattutto nel 
caso di figure sghembe?
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La storia del calcolo infinitesimale è ricca di protagonisti (cf.
dispenseάhǊƛƎƛƴƛΣstoria e sviluppi del calcolo infinitesimaleέύ.
Solo per citarne alcuni: Galileo, Cartesio,Cavalieri,Torricelli,
Leibniz, Newton, Huygens, Bernoulli, Fermat, [ΩHopital,
Lagrange, Fourierfino a Weierstass, Dedekinde Lebesgue.

Vedremoora alcunielementi della teoria che ha agevolatoςse
non risolto ςla rappresentazionedi questi problemi: trattare
matematicamenteƭΩƛƴŦƛƴƛǘŀƳŜƴǘŜpiccolo significa imparare a
lavorarecon i limiti, con i quali poi costruirederivatee integrali.
Oviceversa.
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: ƛƴŘƛǎǇŜƴǎŀōƛƭŜ ŀŎǉǳƛǎƛǊŜ ƛƭ ŎƻƴŎŜǘǘƻ Řƛ άŦǳƴȊƛƻƴŜέΣ ŀƭƳŜƴƻ ƛƴ ŦƻǊƳŀ 
elementare.

Funzione è, matematicamente, una relazione che associa ad elementi di un 
primo insieme uno ed un solo elemento di un secondo insieme.

Tratteremo solo funzioni nel piano cartesiano.

x

y

CǳƴȊƛƻƴŜ άǊŜǘǘŀέΥ ȅ Ґ Ȅ
όŀŘ ƻƎƴƛ Ǉǳƴǘƻ ŘŜƭƭΩŀǎǎŜ Ȅ 
ŎƻǊǊƛǎǇƻƴŘŜ ǳƴΩƛƳƳŀƎƛƴŜ 
ǎǳƭƭΩŀǎǎŜ ȅΥ ƛƭ Ǌƛǎǳƭǘŀǘƻ ǎƻƴƻ 
i punti della retta 
disegnata in rosso)

O



Riportare qui il άǇǊƻōƭŜƳŀ Řƛ ½ŜƴƻƴŜέ significa capire se gli 
ŀǎǎƛ όŜ ǉǳƛƴŘƛ ŀƴŎƘŜ ƛƭ Ǉƛŀƴƻύ ǎƻƴƻ ǎŜƳǇǊŜ άǇƛŜƴƛ Řƛ ǇǳƴǘƛέΧΦ

x

y

O x0 x0 +h

y0 +h

y0

Immaginiamo, cioè, che h sia 
sempre più piccolo, fino ad 
arrivare quasi ŀŘ ŜǎǎŜǊŜ лΧ

Potremmo dire che x0+h tende a x0 quando h tende a 0:

x0+h x0   e y0+h y0 quando    h          0 



CŀǊŜ ƛƭ ƭƛƳƛǘŜ ŀƭǘǊƻ ƴƻƴ ŝ ŎƘŜ ŎŀƭŎƻƭŀǊŜ ƭŀ ǾŀǊƛŀȊƛƻƴŜ Řƛ ǳƴŀ ŦǳƴȊƛƻƴŜ ǉǳŀƴŘƻ ƭΩƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ 
studiato tende e a 0.

Il limite di una funzione in un punto può esistere o meno, e nel caso esista può essere 
finito o infinito.

Limiti ed esaustione

A

BC

Se = scala esterna; Si = scala interna; T = triangolo
Se < T < Si

AC = c; BC = b

a/n

b/n

Area T = ab/2
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Infatti:
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Analogamente per la Scala interna, e dunque:
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Da cui, quando n 
ǘŜƴŘŜ ŀƭƭΩƛƴŦƛƴƛǘƻΥ

Area T = ab/2



Geometricamente, studiare il limite significa andare a vedere che succede 
ŀƭƭŀ ŦǳƴȊƛƻƴŜ ƴŜƭƭΩintorno del punto considerato. Per funzioni continue 
όŎƛƻŝ ǎŜƳǇǊŜ ŘŜŦƛƴƛǘŜ ƴŜƭƭΩŀƳōƛǘƻ ŘŜƛ ƴǳƳŜǊƛ wŜŀƭƛύ ŎƛƼ ƴƻƴ Řŀ ǇǊƻōƭŜƳŀΦ 
Ma non sempre le funzioni sono continue.

y=1/x

x

1
lim

Quando x tende a 0:

hǾǾŜǊƻΣ ŎΩŝ ǳƴ ŀǎƛƴǘƻǘƻΦ

O x

y



RAPPORTO INCREMENTALE: 

h

xfhxf )()( Esprime la variazione del 
valore di f(x) (=y) 
quando la funzione si 
discosta da x di un h 
piccolo a piacere.

APPLICAZIONI

1) Fisica. Sia x il tempo e y lo spazio percorso da un mobile che si muove di moto 
ǊŜǘǘƛƭƛƴŜƻΦ [ŀ ǾŜƭƻŎƛǘŁ ƳŜŘƛŀ ŝ Řŀǘŀ Řŀƭ ǊŀǇǇƻǊǘƻ ǘǊŀ ƭΩƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ Řƛ ǎǇŀȊƛƻ Ŝ 
ƭΩƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ Řƛ ǘŜƳǇƻΥ vm=

2) {ƛŀ ȅ ƭŀ ǉǳŀƴǘƛǘŁ ŎƘŜ ƛƴŘƛŎŀ ƭΩƛƴŘƛŎŜ Řƛ ǳƴŀ ǇƻǇƻƭŀȊƛƻƴŜΣ Ŝ ǎǳǇǇƻƴƛŀƳƻ ŎƘŜ ƭŀ 
popolazione in esame cresca di 20.000 unità in 10 anni. La velocità media 
ŘŜƭƭΩŀŎŎǊŜǎŎƛƳŜƴǘƻ ŝ Řƛ нлΦлллκмлҐнллл ǳƴƛǘŁ Řƛ ŎǊŜǎŎƛǘŀ ǇŜǊ ŀƴƴƻΦ

x

f



Significato geometrico del R.I.

R.I.= tan/ xf



Il rapporto incrementale è la ǘŀƴƎŜƴǘŜ ǘǊƛƎƻƴƻƳŜǘǊƛŎŀ ŘŜƭƭΩŀƴƎƻƭƻ a alla 
ŦǳƴȊƛƻƴŜ ƴŜƭ Ǉǳƴǘƻ ŎƻƴǎƛŘŜǊŀǘƻΦ [ΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭŀ ǊŜǘǘŀ ǘŀƴƎŜƴǘŜ ƴŜƭ Ǉǳƴǘƻ 
considerato, allora, sarà:

)()( 00 xx
x

f
xfy





APPLICAZIONI

Cinematica:
Abbiamo un mobile che si muove di moto accelerato uniforme, con velocità 2 m/s e 
accelerazione 5 m/s2. Dopo 1 sec si troverà in P e dopo altri 2 sec si troverà in Q. Si calcoli 
il valore del Rapporto incrementale in P, ovvero la velocità media nel tratto PQ.
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Se parte al punto 0 si avrà: ttts 2
2

5
)( 2

Sostituendo t=1 e t=2  abbiamo s(1)=9/2 e s(3)=57/2. La velocità media sarà:
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Demografia
Si può studiare lo sviluppo nel tempo di una popolazione mediante modelli matematici. Uno 
di questi modelli è il seguente:

P(t)=P0(1+i)t

Considerati due istanti tP e tQ la variazione della funzione si ha 
)()( PQ tPtPP

Il rapporto incrementale esprime la variazione media della popolazione 
ƴŜƭƭΩǳƴƛǘŁ Řƛ ǘŜƳǇƻ (tasso o saggio medio di aumento ). t

P
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Economia: il saggio medio di utilità.


