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L [Bsaustione

Esaustione = procedimento di costruzione della figura intermedia tra due figure.

Zenone, Democrito, Eudosso, Euclide (l. XIl), al-Haytham.

Un esempio da Archimede:

Problema: il cerchio € uguale a un triangolo che ha come base la circonferenza e come altezza il
raggio.

Sidiaun n tale che il poligono iscritto P,<C. Sia T, il triangolo avente come base il perimetro di
P.. Allora T,<T. Crescendo n, P, approssima sempre meglio C. Ovvero, Vn.ﬂQ: C- Fg < Q

Per assurdo, sia prima C>T. Si prenda Q=C-T. Si puo allora trovare un poligono iscritto P, t.c.
da cui Pn >T

Ma cio é impossibile perché P,= T,<T. Analogamente si ragiona sui poligoni circoscritti.

C-P<Q=C-T



http://it.wikipedia.org/wiki/Immagine:Archimedes_pi.svg
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Achille e la tartaruga

Partenza (tempo 1): Achille € in posizione Al, la tartaruga € in posizione T1.

Tempo 2: Achille raggiunge la posizione A2 coincidente con T1,; intanto la tartaruga ha
raggiunto la posizione T2.

Tempo 3: Achille raggiunge la posizione A3 coincidente con T2; intanto la tartaruga ha
raggiunto la posizione T3.

Se lo spazio fosse infinitamente divisibile, allora Achille non raggiungerebbe mai la
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passare?
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arriva alla tartaruga?

Come e fatto lo spazio su cui ci muoviamo?

Come possiamo rappresentarcelo?

Cosa succede al metodoasiaustioneapplicato ai poligoni se
aumentiamo indefinitamente il numero dei lati dei poligoni
costruiti dentro e fuori la circonferenza?

Qualemodello matematico possiamo costruire per raffigurarci

gli oggetti fisici (= estensioni nello spazio) e il movimento (=
cambiamento dello spazio rispetto al tempo)?

Perché i Greci erano in grado di calcolare le aree delle superfici
di molte figure e di molti solidi ma na comprendeva come
avveniva la costruzione dzy’ QI NB | Isalatfuttizyid] dzS =
caso di figure sghembe?



La storia del calcolo infinitesimale e ricca di protagonisti (cf.

dispenseda h N slokia/eAsviluppi del calcolo infinitesimale .0
Solo per citarne alcunt Galileq Cartesio, Cavalieri, Torricell,
Leibniz Newton, Huygens Bernoulli Fermat [ Hbpital

LagrangeFourierfino a WelierstassDedekinde Lebesgue

Vedremoora alcunielementi dellateoria che ha agevolatog se
non risolto ¢ la rappresentazionedi questi problemi trattare
matematicamentet QA y F A ypicdolb ¥gbificai®parare a
lavorareconi limiti, coni quali poi costruirederivate e integrali
Oviceversa



Funzione
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elementare.

Funzione2, matematicamenteyuna relazione che associa ad elementi di un
primo insieme uno ed un solo elemento di un secondo insieme.

Tratteremo solo funzioni nel piano cartesiano.

| punti della retta
disegnata in rosso)
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Immaginiamo, cioe, che h sia
sempre piu piccolo, fino ad
arrivarequasiF R SaaSNb &

Potremmo dire chegth tende a xquando h tende a O:

Xth—~ X% e ys+th— >y, quando h—- O



LIMITI
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studiato tende e a 0.

Il limite di una funzione in un punto puo esistere 0 meno, e nel caso esista puo essere
finito o Infinito.
Limiti edesaustione

A S = scala esterna; S scala interna; T = triangolo

S<T<§S
\ AC=c;:BC=b

b/n

Area T =ab/2

N




Infatti:

1 2 n 1

e

n n’ n n

Analogamente per la Scala interna, e dunque:

abn-1 abn+1
<areal<

n 2 n

Da cui, qguando n abn-1 . abn+1 1

isyRrRS it dVyFayrdBy =520

> Area T =ab/2

S =—ab+—ab+..+—ab=—abl+2+..4+n)=—
n

ab

n+1
n=

2

abn+1

2 N



Geometricamente, studiare il limite significa andare a vedere che succede

I £ f | F dzyhiorhalgl Bunty Brisifiefato. Per funzioni continue
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Ma non sempre le funzioni sono continue.

y

y=1/x

O X
Quando x tende a O:

|
Im — = o0
X
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Rapporto incrementale

RAPPORTO INCREMENTALH: (X+h) — f (X) Esprime la variazione del
h valore di f(x) €y)

guandola funzione si
discostada x di umh
piccolo a piacere.

APPLICAZIONI

1) Fisica. Sia x il tempo e y lo spazio percorso da un mobile che si muove di moto
NEOOGAEAYS2d [ @StE20A0t YSRALF 8§ RIGL
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popolazione in esame cresca di 20.000 unita in 10 anni. La velocita media
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Significato geometrico del R.I.
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considerato, allora, sara:

y— (%) =i—fx(x—xo>
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APPLICAZIONI

Cinematica
Abbiamo un mobile che si muove di matoceleratouniforme, con velocita 2 m/s e

accelerazion® m/s?. Dopo 1 sec si trovera in P e dopo altri 2 sec si trovera in Q. Si cal
Il valore del Rapporto incrementale in P, ovvero la velocita media nel tratto PQ.

1
S(t) = > at® + vt +s,

5
Se parte al punto 0 si avra:  S(t) = Etz +2t

Sostituendo t=1 e t=2 abbiamo s(1)=9/3(3)57/2. La velocita media sara:

57 9

Vm:As:s(:%)—s(l): > 2=ﬁ3=12m/s
At 3—1 2 vat

1s 3s




Demografia
Si puo studiare lo sviluppo nel tempo di una popolazione mediante modelli matematici. Ur
di questi modelli e il seguente:

P(t)=Py(1+i)
AP = P(t,) - P(t,)

Considerati due istantp e t la variazione della funzione si ha

Il rapporto incrementaleesprimela variazione media della popolazione AP
Yy St t Qdzy A (lalsso &aggiv Mediodi aumento ) At

Negli ultimi anni la popolazione italiana si & sviluppata ad un saggio minore del 3%o: pon?
1=0,0023 = 2,3%o.

Scelto come anno iniziale il 1981, posto convenzionalmente uguale a 0, la popolazione in =
censita ¢ risultata di poco inferiore a 57 milioni di unita: poniamo, in migliaia, 57.000 unita. 7-
popolazione si & sviluppata secondo il modello [9.8], determinare il tasso medio di aumente
periodo 1981-1986.

Nel sistema di ascisse convenzionali scelto, per il 1986 si ha r = 5; pertanto

P(0) = 57.000 _

P5) 57.000(1,0023) = 57.659

AP = 659 migliaia di persone

At = 5 anni

Segue che il tasso medio annuo di aumento della popolazione nel periodo considerato & il rapg . |
incrementale (Fig. 9.8b)

J 5 _
g = i?; _ 57.000(1,00253) 57.000 _ 629 _ 1318

migliaia persone per anno.



Economiail saggio medio di utilita.
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